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Chapitre I:

Caractéristiques marginales

et conditionnelles d’une
distribution a deux variables

Plan

e Chapitre I : Caractéristiques marginales et
conditionnelles d’une distribution a deux
variables

* Chapitre II : Régression, ajustement linéaire et
corrélation

Rappel

e Une population peut étre classée non seulement par
rapport a un seul caractére, mais également selon deux
ou plusieurs caracteéres.

* Lorsque lon décrit une population selon deux
caractéres, le tableau correspondant est un tableau
croisé a deux dimensions (double entrée).

* Les tableaux croisés sont appelés ainsi car ils « croisent
» deux distributions au sein d'un méme tableau.

e Ainsi, on étudiera, par exemple, un ensemble de
salariés non plus seulement selon le salaire, mais
encore selon I'dge ou bien le nombre d’enfants, etc.
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e Soit une population pour laquelle on observe le caractére X
et le caractére Y.

* Le caractere X peut prendre les k modalités x, x,, . . . , X;.

© Le caractére Y peut prendre les | modalitésy,, y,, ..., ;.

o Leffectif total de la population est noté « n ».

* Le nombre d’individus présentant la modalité x; ET la
modalité y; est noté n;; .

° Le tableau a double entrée représentant les séries
statistiques a deux variables, prennent le nom de tableaux
de contingence.

“Tablea u'déébntingeri'éﬁé

* Considérons la distribution, selon les deux variables statistiques X et Y,
d’une population P deffectif total n (Tableau 1).

Variable Totaux
Y
Variable

X, 21 22 2j n, n,
Xj nj, nj, nii nj n;
Xy ny, n, ny ny n,
Totaux n, n, n; n; n

———

Distribution de 17500 jeunes selon ¢ Les modalités du caractére Y

leurs ages et leurs salaires nets apparaissent en ligne, celles du

(103DH). Tableau 2 caractére X apparaissent en
colonne.

Les effectifs paraissant a

l'intérieur du tabPl)eau (ny) sont

tou]ours notés prenant

Salaire | [5,6[ |[6,7] |[7,8] Total
(.Yi)

Age

x) l'indice de x « i » dabord et
X; celui dey «j » ensuite.
[20,22[ 1200 3500 100 1800 * Exemple :

* n, du tableau est égal a 2500

n,, du tableau est égal a 500

ny = Ng; = 2300

La ligne et la colonne appelées
[24,26] 1800 5000 2300 f9100 ici « Total », prennent le nom de
«marges ».

[22,24] 2500 3500 600 [6600

Total 5500 9 o000 3000 17500

e _— T — ,/ﬁ
~Caractéristiques marginales

* Le nombre d’individus présentant la modalité x; (quelle que
soit la modalitéy;) s'écrit:

n_.
-ni.= Z : Ly
J=1

* Le nombre d’individus présentant la modalité y; (quelle que
soit la modahte x;) s'écrit:

° n= E L
i=1

¢ Cette notation ap]i)hque la conventlon selon laquelle une
sommation sur lune ou l'autre des dimensions se
représente en remplacant l'indice correspondant par un
point.
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_———
* Dansles marges, ainsi que pour-toute somme; on remplace
I'indice qui varie par un point.
Exemple : « n, » signifie que I'on a sommé les effectifs de la
premiére ligne. Cest l'indice j qui varie de1al ; on le

remplace par « « ». Dans le tableau 2, n, = 1800.

De la méme maniére « n;» représente leffectif de la
modalité y;, pour I'ensemble des modalités de x. Ici c'est

l'indice « i » qui variede 1a k ; on le remplace par « o ».

« n» signifie que I'on a sommé les effectifs de la premiére
colonne.

Les effectifs de la distribution marginale de X (Y) seront

repérés par le terme générique « m;» (« m; »). Leffectif
total s’écrit donc «n_», c’est le nombre d’individus de la
population étudiée.

9

Distributions marginales : -
- effectifs et fréquences

La somme des effectifs des lignes fournit la distribution marginale du
caracteére X, comme si l'on étudiait seulement le caractére X.

La somme des effectifs des colonnes fournit la distribution marginale
du caractére Y, comme si 'on étudiait seulement le caractére Y.

Les distributions marginales de X et de Y représentent des distributions
a une seule dimension ou les individu sont distribués suivant le seul
caractere X ou selon le seul caractére Y.

Les effectifs marginaux : Ce sont les effectifs lus dans les deux marges
du tableau (marge du bas « ligne total » et celle de droite « colonne
total »):

N, N,.,...., N, ..., N}, pOUr X
N, N,yeeery N, oy T POUT'Y

1l y aura autant d’effectifs marginaux que de modalités (« k » pour X et
«1» pourY)

La fréquence marginale, f., représente la fréquence de la modalité x;

La fréquence marginale, f;;, représente la fréquence de la modalité y; —

—— B
Fréquences
f;; = ny/n : la proportion d'individus présentant a la fois la modalité x; et
la modalité y;.
1
f; =Z f,-j =n; /n est la somme des fréquences de la ligne i.
J=1

f; représente la proportion des individus présentant la modalité x; quelle

que soit la modalité y; (fréquences marginales du caractére X).
k

f; =Z fi’j =ny/n estlasomme des fréquences de la colonnej ;

=1
f;représente la proportion des individus présentant la modalité y; quelle
que soit les modalités x; (fréquences marginale du caractére Y).

Si l'on reprend le tableau 2 on a par exemple :

f,, = n,,/n.. = 3500/17500 = 0,2 = 20% des individus
étudiés ont entre 22 et 24 ans, et gagnent entre 6000 et
7000 DH de salaire net.

f, = n,/n.. = 6600/17500 = 0,377 = 37,7% des
individus étudiés sont 4gé de 22 a 24 ans.

f, = n,/n.. = 9000/17500 = 0,514 = 51,4% des
individus étudiés touchent un salaire net compris
entre 6000 et 7000 DH.
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Exemple

Salaire
(yy)
[2022]  n,~1800 (560 n,=5500 3143
[2224] n,=6600 377 [67] n,=9000 51,43
[24,26] n;=9100 52 [7.8] n,=3000 17,14
Total n =17 500 100 Total 17 500 100

Distributions-condition nelles de’X |
lies pary;

* Si on ne s'intéresse quaux individus présentant la modalité
y; , leffectif de ce groupe est n,; ;

¢ La fréquence conditionnelle de la modalité x; liée par y; est:

n.j

* Les k fréquences conditionnelles pour la modalité vy;
forment la distribution conditionnelle de X liée pary;.

° Dans un tableau, il y a « 1 » distributions
conditionnelles en colonne (I = modalités du caractére
Y).

f.|j =fXL.|yj=

L

Distribution conditionnelle de I'dge Distribution conditionnelle de I'age
liée par la classe de salaire [5,6[ liée par la classe de salaire [6,7]

XiIY| XiIYz

[20,22[ n, =500 5,55

[2022[ n,=1200 21,82

[22,24] n,,=3500 38,89

[22,24] n,=2500 4545 o .
24,2 n,, = 5000 b

[2426] n,=1800 32,73 4 273 >3

Total na=5500 100 Total  n,=9o00 100

_ Distributions condition nellesde’Y |
liées par x;

* De méme, si on ne sintéresse quaux individus
présentant la modalité x;, 'effectif de ce groupe est n;.;
* La fréquence conditionnelle de la modalité y liée par x;
est: M.
3
L S pa=
Bl J n;,

* Les « | » fréquences conditionnelles pour la modalité x;
forment la distribution conditionnelle de Y liée par x;.
*Dans un tableau, il y a k distributions
conditionnelles en ligne (k = nombre de

modalités du caractére X).
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Distribution  conditionnelle du pDjgtribution conditionnelle du
salaireliée parla classed’age [20,22]  galaire lide parla classe d’age [22,24]

il X, /IR

[5.6( n,=2500 37,88

[6,7 n, = 500 27,78 (6,71 n,,=3500 53,03
[7,8] n,, =100 5,55 [7.8( n,, = 600 9,09
Total n, =1800 100 Total n, =6 600 100

¢ La'somme des fréquences est égale a I'unité :
* Fréquences marginales :

e Fréquences conditionnelles :

E fi n” =
= inj T4 47 n;
=1 :

I
nj _ 1 n;.
n=—=1
Zf’/' Z n.  ng Yo

: Appllcatlon ==

—+ Le dlrecteur d’un établissement privé veut etudler la liaison entre
I'age de ses cadres et le niveau du salaire mensuel. Lenquéte
portant sur un échantillon de 195 cadres a donné les résultats
suivants :

- y; : salaire mensuel en 10> DH

[10,16[ [16,22] [22,28] (28,34 [34,40[ [40,46[ [46,52 [52,58]

[22,28] 5 4 1 0 0 0 0 0
28,34 4 5 8 6 3 2 1
>
Ug [3440[ O 2 8 10 9 6 4 2
25 [4046] 1 2 6 8 10 8 6 2
[46,52[ 0 0 2 4 8 6 8 4
[52,58] O 0 1 7 10 10 8 4

1. Déterminer les distributions marginales (en termes d'effectifs) =

~ des deux caracteres : dge et salaire mensuel

455 Dsy

3. Dégager les distributions conditionnelles (en termes de
fréquences) de x liée a y = y, et a y = y,. De méme donner les
distributions conditionnelles (en termes de fréquences) de y liées a

X=X, etax=Xq

2. Donner la signification des valeurs des n ; n, ;n

4. Trouver :

- La proportion des salariés agés entre 46 et 52 ans quel que soit
leur salaire

- La proportion des salariés qui gagnent entre 4600 et 5200 DH
quel que soit leur age

- La proportion des salariés agés entre 28 et 34 ans et dont le salaire
est compris entre 2800 et 3400 DH.

- La proportion des salariés qui gagnent entre 2200 et 2800 DH
sachant qu'’ils sont agés entre 40 et 46 ans

- La proportion des salariés gés entre 34 et 40 ans sachant que leur
salaire est compris entre 2800 et 3400 DH. 20
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Relations entre-fréequences
marglnales et conditionnelles

* On démontre également que le produit des fréquences
marginales par les fréquences conditionnelles est égal
aux fréquences conjointes :

n; n; j n; j
fux fin=qexpl="d= gy

n;,
n; Ny n
J B T4
g R e
f-J fl/] n n.] fu

fix fyi=fyetf;x fi/j=fij

21

o
—_— R =

"{"ﬁémarques sur l'effectif total

n , leffectif total, est égal, soit a la somme des n;, soit a
celle des n; (effectifs marginaux), qui sont eux-mémes des
sommes. Donc : k

i=1 =1 j=l
l Ik
n = Ny = 2 nij
J=1 I=1i=1
* On voit donc que l'on peut inverser l'ordre des sommes

(commutathlte) Z Z Z Z

22

Caracteristiques des-séries a deux”

caracteres

® On se limitera aux moyennes arithmétiques et aux variances.
Puisquil existe des distributions marginales et
conditionnelles, il est logique de déterminer des moyennes et
des variances marginales et conditionnelles.

® Si nous reprenions l'exemple de la distribution de 17500
jeunes selon leurs dges et leurs salaires nets, I'dge moyen et la
variance des ages seront calculés a partir de la distribution
marginale de I'dge (caractére x). De la méme maniére le salaire
moyen et la variance des salaires seront calculés a partir de la
distribution marginale du salaire (caractére y).

e L'dge moyen et la variance des ages pour chaque classe de
salaire y;, seront tirés des distributions conditionnelles de x
liées pary (« i » varie et « j » est fixé), et inversement.

L] 23

Caractéristiques des distributions
marginales

Caractéristiques marginales du caractére x

Caractéristiques marginales du caractére y

24
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“Caractéristiques'marginales-du™
caractere x

° Les caractéristiques marginales de x (moyenne et
variance) sobtiennent a partir de la distribution
marginale de x, c’est-a-dire a partir des « k » modalités
(x;) et des « k » effectifs marginaux (n, ).

* La moyenne marginale =

¢ Il s’agit d’'une moyenne arithmétique, que l'on note =

(lue : « x double barre »).

* Sa détermination reléve de la méme logique que celle

utilisée pour les séries a une seule dimension. Ona:
K

= —Z n;x; = ni.x,-

i

=

25

e Leffectif marginal n; étant lui-méme une somme, on

peut écrire : i
1
SR

“i=1j=1

=

¢ Selon les données du tableau 2 :

= —[(1800x21) + (6600 23+ (9100 25)] = 233

* L'dge moyen des individus est donc de 23,83 ans (soit

23 ans, 9 mois et 29 jours)
26

La variance marginale-de x-+V(x)~

La formule de définition est la méme que pour les séries a une

seule dimension :
Vix) = —Zn (x; — %)

La formule développée est : 5}

V(ix) = —Zn x|

L'écart-type est égal a la racine carrée de la variance.

Dans le tableau 2 :

1 = = =
— ) n.xt =——[(1800x 21%) + (6600 x 23%) = (9100 X 25°)] = 569,869

n LT 17500
x =|’38"566H
Et V(x) = 569,869 — 566,44 = 3,43
g, = 185 an

27

Caracterlsthues margmales du_—
caractérey

e La démarche est la méme que précédemment : les
caractéristiques marginales de y s'obtiennent a partir des « I »
modalités (y;) et des « 1 » effectifs marginaux (n).

* La moyenne s'écrit : !

o1
= S =S S

“j=li=

e Lavariance s'écrit :
l

1 -
vod = > n;(n—5)°

j=1
© Soit, par la formule développéle :
1 = =
. V(y) = ;Z ”‘jyj? = g, =yV(y)
Ti=1 2
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e

————— >/""/' -

Application nurﬁéridue

 Selon les données du tableau 2 :
= 1

7= —[(5500x35) + (9000 63)+ (3000 73)] = 636
I n,,;f=ﬁ[(5500x5‘5-‘)+|I9000><6‘5:)+(3000x7,53]]=40,88

5 = (6,36)% = 40,45
EtV(y) = 40,88-4045=043
g, = 0,65 soit 650 DH

n
=

29

o
e

Caractéristiques conditionnelles

des distributions

Caractéristiques conditionnelles de x lié par y

Moyennes conditionnelles de x lié par y

e
———
= —

~Caractéristiques conditionnelles de x

lié pary

e Il existe deux types de distributions conditionnelles : celle
de x lié pary (ou xvarie ety est fixe) ; celle de y lié par x (ou
y varie et x est fixe).

° Les caractéristiques de x lié par y (moyenne, variance)
s’'obtiennent a partir des distributions conditionnelles de x
lié pary, clest-a-dire a partir des « k » modalités de x et des
« 1 » colonnes deffectifs, a lintérieur du tableau de
contingence.

e Il y aen effet « | » distributions conditionnelles de x lié par
y. Les distributions conditionnelles de x lié par y sont les
colonnes d’effectifs du tableau de contingence associées

aux modalités de x.
31

~Moyennes conditionnelles de x lié par y

=
——
— —

Les « 1 » moyennes conditionnelles de x lié pary (ou « de x si y »)

sont de la forme : .

g ; Z
X = — N:: X
J n: LV Rae

Ji=

La notation %; signifie : « moyenne conditionnelle de x, si y =
y] ».

La sommation se fait par rapport a « i », puisque 'on somme « en
colonne ». Les effectifs par lesquels on multiplie chaque valeur
du caractere x(x;) sont les effectifs conjoints n;; du tableau de
contingence. Leffectif par lequel on divise la somme pondérée
est n;, cCest-a-dire la somme des effectifs conjoints de la colonne

« J ». 32
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Par exemple:
Sur les donnéeg chiffrées du tableau 2, la moyenne
conditionnelle X3 est :
1

f = 5o l(100X 21 + (600X 23) + (2300 X 25)) = 2447
L’age moyen des individus qui gagnent entre 7000 et
8000 DH est donc de 24,47 ans (environ 24 ans et 6
mois)

33

e
_——
E—— ——

“Variances conditionnelles de x lié pary

Les « | » variances conditionnelles de x 1ié pary (ou « de x si
y ») se notent V;(x). Elles sont de la forme :

K
1 =5
Vi(x) = TZ g (X — %;)

Ji=1

Ou bien par la formule développée :

k
L 2 = 2
VJ(X): T nijxi —Xj

Ji=1

Les sommations se font « par rapport a i » puisque l'on
somme, en colonne, des effectifs se rapportant aux valeurs
du caractére x. Les écarts que l'on éléve au carré, sont des
écarts entre la variable (x;) et la moyenne conditionnelle
correspondante % . 4

e
——
e = —

En utilisant les données du tableau 1, la variance
conditionnelle de x si y =y, est V3(x) :

v .1 , : -
— Y npd = —[(100% 21%) + (600 23%) + (2300 x 25%)] = 599,67
ngla 3000

%% = (24,/47)% = 598,78

Donc : V() = 599,67 - 598,78 = 0,89

Donc l'écart-type des dges des individus gagnant entre
7000 et 8000 DH de salaire est de 0,94 année.

35

Moyennes conditionnelle-de y lié-par x

Elles s'obtiennent a partir des « 1 » modalités du caractére y
et a partir des « k » lignes d’effectifs conjoints du tableau de
contingence.
Il y a donc « k » distributions, « k » moyennes et « k »
variances, conditionnelles de y lié par x.

1

_ 1
M= ZZ n;yj

ji=1

La notation y; signifie : « moyenne conditionnelle de y, si x
=X, ».

La sommation se fait par rapport a « j », puisque l'on
somme « en ligne ». Les effectifs par lesquels on multiplie
chaque valeur du caractere y (y;) sont les effectifs conjoints
n;; du tableau de contingence. L'effectif par lequel on divise
la somme pondérée est n;, cest-a-dire la somme des
effectifs conjoints de la ligne « i ». -
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Variances conditionnelles de y lié par x
* Les « k » variances conditionnelles de y lié par x (ou « de'y
si x ») se notent V,(y). Elles sont de la forme :

q =
Vi(y) = iTZ”:’j()’j‘Vf)
B
j=1

* Ou bien par la formule développée :
1

1
_ 2 _ =2
Vi(y) = 72"1’]’)’}’ =
N«
j=1
* Les sommations se font « par rapport a j » puisque l'on
somme, en ligne, des effectifs se rapportant aux valeurs du
caractére x. Les écarts que l'on éléve au carré, sont des
écarts entre la variable (x;) et la moyenne conditionnelle
correspondante.
37

=

Exemple —

e

=o Comblen gagnent en moyenne les individus de lechantlllon

sachant qu'ils sont agés de 22 a 24 ans, et avec quelle dispersion?

* Pour répondre a cette question, il faudrait calculer la moyenne et
variance de la distribution conditionnelle de y lié a x = x,.

1
V) = 2200 ——[(2500 % 5,5) + (3500 6,5) + (600 x 7,5)] = 6,21

@

[(2500 x 5,5%) + (3500 x 6,5°) + (600 x 7,5%)] = 38,98

ny a2 6600

Donc:: Vy(y) = 3898 - 38,56 = 0,42

° En moyenne, les jeunes agés entre 22 et 24 ans gagent 6210 DH

avec une dispersion de 420 DH.
38

Relatlons entre caractéristiques marginales

et conditionnelles

* La population P peut étre considérée comme composée :

* Soit des | sous-population P, P,, ..., P, deffectifsn, n,, ...,
n,, correspondant aux distributions conditionnelles de X lié
parY;

* Soit des k sous-population P’,, P’,, ..., P’, deffectifs n, n,,
..., 0y, correspondant aux distributions conditionnelles de
Y lié par X.

* Expression de la moyenne marginale en fonction des
moyennes conditionnelles :

* La moyenne relative a 'ensemble de la population est égale
a la moyenne pondérée des moyennes des sous-
populations. Les coefficients de pondération sont les
proportions des sous-populations dans la population

totale.
39

Relatlons entre les moyennes marginales-et
" les moyennes condltlonnelles

* On a par définition :
E E ngpx;

* Ou: Lk =1 =
=) Z )
e Or: 1 k Kk
x 1—2 nijX; =>Z nijX; =n; X X;
=1 l =1
* Donc: =L
X=—) n;%
R
¢ < = ; S
* La démonstration est faite pour x ; elle est identique pour y :
k
— _
y=o 2w
" i=1 40
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° La moyenne marginale est égale a la moyenne des
moyennes conditionnelles, pondérée par les effectifs
marginaux.

41

“Relations entrelles.variances.

*  Lavariance relative a 'ensemble d'une population est égale a la somme

de deux termes, la moyenne pondérée des variances des sous-
populations (variances conditionnelles) et la variance pondérée des
moyennes des sous-populations (moyennes conditionnelles).

* Par conséquent, en considérant la distribution marginale de X comme
formée de distributions conditionnelles de X lié par Y, on obtient :

! i
1

Z x —x +FZV}-(X)XRJ
=

® Autre notation :

42

_, Demonstration
¢ Nous démontrons ici pour x ; la démonstration poury est

identique. On a:
1

Z“U(Xf—f)z

j=1

¢ Ajoutons et retranchons la méme valeur, la moyenne
conditionnelle de x, dans le terme entre parentheéses :

K 1
1

V(x)=;ZZII'-1-[(XI-*EJ-)+(J?}-—

Ti=1j=1

ko
1 . _ / -
=—ZEH:;(A‘;—\ ZZ ¥ .\' i)+ ZZn.l -7)
== . n !

)]

=l

N

L& i o —
2 2
SmtA:TZZnu(xf—Xj) :TZZnU[XI—X])
1 1
i=1j=1 j=li=1
§ =
Or: V;(x) :;Z nl](x1 X])Z
Ji=1
k
= Z n;;(x )= n;V;(x)
i=1
Donc A = —Z n;V;(x)
i
S 2 N =
Soit B = FZ Z n;(x; —%;)(% - X)
“H=qj=1 44
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La variance marginale est égale a la moyenne des
variances conditionnelles augmentée de la
variance des moyennes conditionnelles.

l

!
1 = 1
V(y) = FZ”I.@[’ -7)? +;Z Vi(y) xm;
3 -3
Autre notation :

V() = V() + V()

46

O1 Z ngx; — Z n;iX; = nX; —nX; = 0
i=1 i=1
y 1k . 1 K
; ) T
Soit C = ;ZZ n”(xi -%) :;Z(Xi —-3) 2 1y
" j=1 i=1 " =1 i=1
1 1
C= ;;— llj (iij —_— 3&)
fe—
= 1%
R _—\
En définitive : V(x) = EZ n_j(xj - x) JTZ Vigyn
- }=l j=l 45
—
— .

La variance marginale est égale a la somme de la moyenne
pondérée des variances conditionnelles et de la variance
pondérée des moyennes conditionnelles.

La dispersion de la distribution marginale résulte donc de
deux facteurs :

- La dispersion de chacune des distributions conditionnelles
autour de leur moyenne ;

- La dispersion des moyennes conditionnelles entre elles.

Ainsi une partie de la variance totale de X (ou de Y) peut étre
expliquée par la variance des moyennes conditionnelles.

La variance moyenne des hétérogénéités propres a chacune
des distributions conditionnelles (Moyenne des variances
conditionnelles) apparait alors come une variance résiduelle.
Cest sur cette décomposition de la variance totale que sera

fondée la définition du rapport de corrélation.
47

Covariance —

La notion de covariance nous servira pour étudier la
corrélation. On appelle covariance entre deux variables
statistiques x et y [notée cov(x,y)] l'expression définie par :

Cov(x,y) =nizznij(xi —J:C)(J’j _i)
e

On remarquera que si l'on pose y = x, on retrouve la
formule de la variance.

La covariance sert a vérifier lexistence de lien de
dépendance ou pas entre deux variables. La covariance est
nulle si les deux variables indépendantes. Cette grandeur
interviendra dans I'étude de la liaison entre deux variables

et, notamment, dans celle de la corrélation linéaire.
48
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Calcul pratique

* Pour simplifier le calcul de la covariance, on utilise des
méthodes analogues a celles employées pour le calcul de la
variance : formule développée et changement de variable.

* Formule développée:

o 11 est possible de développer la formule de définition pour
obtenir une expresswn mieux adaptée au calcul numérique

CUU(XY)——ZZ 1} x) y} )
ZZ"””J yn Zan — ZZnUyﬁxy ZZ"”

o Or, par définition :
49

50

Grille du calcul des
caractéristiques des séries a
deux dimensions

51

X, n, n, n; n,[n, nx, mx? Znyy, Znuyf Znyx,y
[ N R )

X, _I n,, _I n,, _l n,; n,, 0. nx, mx? Znyy, Zﬂzﬁjz Znaxsy

| i

X, iy g, n, n, In; X, nx? Ingy;  Ingy?  IngXs
111 7 v

X, n, g, n, _| n,, [n, nx, nx? Ing;  Ing? Ingy
I !

X5 ng, ns, Ng3 D, 105, noX; noX? Zngy; EnSijz ZnsXsy

@n; =, n, =n, n, n  I- Z- Iz=

() njy; nuy, ny, ny; ny,  Ingy

G) ny? oy’ ngy? o ony? o Ingy

ny;?

C)] Inpx Impx Ingx Ingy

ZnX

6z Znpx?  Znpx?  Zngx?  Znygx?

n;x;?

(6) Ingxy,  Inpxy, IngXys Fngxy, FI=
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Calcul pratique des:caractéristiques—
~ marginales et conditionnelles
Le principe de calcul consiste a ajouter des colonnes et des
lignes, en bon ordre, au tableau de contingence.

Les variables x; et y; seront représentées par leurs centres de
classe, si elles sont continues.

Pour le calcul de la moyenne marginale de x on doit calculer la
colonne : n;x;, que l'on ajoutera a droite du tableau de
contingence. Pour la moyenne marginale de y il nous faudra la
ligne n;y; On la rajoutera en bas du tableau de contingence.
Pour les calculs des variances marginales (de x et de y) il nous
faudra calculer respectivement la colonne n; x> et la ligne
n.y’.

Pour le calcul des moyennes et variances conditionnelles de y
il nous faudra ajouter les deux colonnes Znyy; et Znyy. De
méme pour obtenir les moyennes et variances conditionnelles
dex, on ajoute les deux lignes Znyx; et Zn;x;? 53

Le calcul de Ia covariance dans cette présentation, nécessite-le

= 0 == N — el
_caleul des « nombres en coin » ; chaque« coin » des cases n;; du

tableau de contingence correspond au calcul des produits n;xyy; ;
on somme des nombres en coins dans la derniére colonne ou la
derniére ligne. Si I'on retranche de cette somme, divisée par n , le
produit X}] on obtient la covariance.

Les trois premiéres lignes (1,2,3) et colonnes (7,8,9) ajoutées au
tableau de contingence servent pour le calcul des moyennes et
des variances marginales, respectivement de x et dey.

Les 2 lignes (4,5) et colonnes (10, 11) d’aprés servent au calcul des
moyennes et des variances conditionnelles, respectivement de x
et de y. La derniére ligne (6) et la derniére colonne (12) dans le
tableau servent a calculer la covariance.

Chaque case des 3 derniéres lignes et colonnes correspond a la
somme d’'un produit. La 1ére case de la ligne 4 :

Znyx=n.x, +n,x, + X, +n,x, + nox,
La 1 case de la colonne 11 :

anij2 - 1’111}712 + nlez2 + n13Y32 + n14y42 54

n5Yj

>
n;yj
Znyx;

2
2 ngx;

Zninin

Exemple 1

=10 =52 =20

5 20 8o Inyy;  Ingy? Inyxpy;

|?|2m3ﬂ°| =l A

| 1 1 1 3 18 108 Ingy; Ingy?  Ingxay,
12 24 I 36 I | =12 =56 =72
3 5 2 Z=10 =42 2=196 ZX =156
6 20 12 2=38
12 8o 72 2=164
Ingx Inpx 23X
=14 =20 =8

Zngx?  Inpx?  Zngx?

=68 =88 =40
Inpxy  Znpxy,  2npXys Zx=
1 =80 =48
=28 156

EN)

4 8 Inyyp o Ingy? o Zngxgy;

—Caractéristiques marginales

K
= i 42
X = — Ny Xy =—=4,2
n, 4 10
i=
1
= 1 38
= — Y = — = 3,
Y n_ 4 iYi = 1o .
Jj=
1 d 196
V = — . '.2 —_ :‘2 = —_— 7t 2 — i )
(x) n‘_zn"l‘ X 10 (4.2)* = 1,96
i=1
1 I 164
= e 2 _
V(y) ”..Zn'm Y= (3,8 =196
}:

56
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—Caractéristiques conditionnelles

3 1 10
1 14 V., = — A= — =
%4 :—21zilxi:—:4,67 ¢! n MY =3 5
Ny 3 =1
i=1
3
1% 20 1 16
X, = Z Nigk; == =4 Vo= _an}yj =—=32
bt ny £ 5
j=1
3
3
o By ——1 12
XS_HJI 11153)(5—2— y3=?T3-..ln3j,yj=—3.=4
i= Jj=

57

CaIcuI de la covariance et chang/ent'

de variable

¢ Un changement de variable judicieux appliqué a x et a
y permettra souvent une simplification supplémentaire
des calculs. Choisissons pour x et y de nouvelles
origines x, et y, et de nouvelles unités de mesure a et
B, de facon a ce que les nouvelles variables x’ et y’
soient des nombres entiers plus simples que les valeurs
originelles dex ety :

P i— V=Y
x; = ——, P 7

a Yi B

59

Tl = FZ”HX — = (4,66)* = 0,96
1i
3
1 2 = 2 88 2
Vo) = = ) miaxi =% == (97 = 16
=1
1% 40
V3(x) = EZ nisxf — %3? = =5 = (1? =1
2i=1
3
1 = 52
Vi(y) = EZ )Iljyjz 7}’12 = == (52 =1
r=%3
1 56
20 = EZ"?;'%? —-7.° = =~ B32)?=1096
=1
1 56
V() = —Z na;yE — ¥a? = o (4)? = 2,67
Covl(x,y) *——Z Zn X ¥y — \‘j‘: '1%'136)*(4,2}(3.8)
= —0.36 -
e }/

x;=axi+xo, Y =By +¥

* En vertu des propriétés de la moyenne arithmétique, les
mémes relations existent entre les moyennes :

7=a;'+x0 ;7=Byr+y0

e Par soustraction :

e Par constq;eim_ a(x!j E ;,) = 7 5 3(}”)- = ;’)

Cov(x,y) = _ZZ"U(" x)(}’; ¥)
=af ?zznq(x.'—f)ﬂ(yj—i')
et

= afCov(x',y") 60
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40
X
50 o 1 1
60 2 3 o

70 1 1 1

° En se servant des résultats de l'exemple 1, montrez que la
covariance de x et dey est égale a - 18.

® On remarque que chaque valeur de x et de y peut sécrire
comme une combinaison linéaire des valeurs de x et de y dans
l'exemple 1:

° 50 =(5x2) +40

® 60=(5x4)+40

40 = (10x2) + 20
60 = (10x 4) + 20

° 70=(5x6) + 40 80=(10x6) + 20 61

Exemple2

% Soit la distribution a deux caractéres x et y suivante :

e Par suite, les valeurs de x et de y dans I'exemple 1 (x;,
yy)constituent des changements de variables.

¢ Ainsi, on peut écrire :
° X, = 0%, + X=X = (X, - Xp)/
*'%-Pyity—¥ = (v V)/P
caveca=5etB =10
°x,=40ety, =20
* Par conséquent :
® Cov(x,y,) = af} Cov(xy,y,) = 50.(-0,36) =-18.

62
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